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Az 1.2 feladat megoldása
A lineáris (euklideszi) terünk a(V, +, R, ·, 〈., .〉), amely a legfeljebb harmad fokú valós polinomokat tartal-

mazza a pontonkénti+ és· műveletekkel és a

〈v1, v2〉 =

∞
∫

∞

v1(x) v2(x) e−x2

dx (∀v1,2 ∈ V )

skalárszorzással. A feladatban megadott

ej = xj : R → R ∈ V

polinomok (vektorok) triviálisan bázist alkotnakV -ben.
Határozzuk meg először az ehhez a bázishoz tartozó alapmátrixot! A

gij = 〈ei, ej〉 =

∞
∫

∞

xixje−x2

dx =

∞
∫

∞

xi+je−x2

dx =: Ii+j

jelölést bevezetve parciális integrálással rekurziós formulát kapunkIn-re:

In =

∞
∫

∞

xne−x2

dx = −1

2

∞
∫

∞

xn−1

(

−2x e−x2
)

dx =
1

2

∞
∫

∞

(n − 1)xn−2 e−x2

dx =
n − 1

2
In−2 .

A feladatban megadottI0 =
√

π-t felhasználva a párosn-ekre:

I0 =
√

π I2 =
1

2

√
π I4 =

3

4

√
π I6 =

15

8

√
π ,

a páratlanokra pedig nyilvánIn = 0. Most már felírhatjuk az alapmátrixot:

gij =
√

π
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Látható, hogy két egymásra merőleges altér direkt összegére bonthatóV (az egyikben a páros, a másikban a párat-
lan függvények vannak – két ilyen skalárszorzata mindig 0).Hogy ez a két altér szemre is szétváljon egymástól,
vezessük be az

f0 = e0 f1 = e2 f2 = e1 f3 = e3

bázist, amelyben a

gi′j′ =
√

π
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alapmátrix már blokkdiagonális. Határozzuk most meg azfj′ bázis duálisát az

f j′

= gi′j′

fj′ (1)

összefüggéssel!gi′j′ blokkonként invertálható, amivel

gi′j′

= (gi′j′)−1 =
1√
π
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Most már az (1) egyenlet alapján mindkét duális bázis elemeit könnyen kiszámíthatjuk:

f0 = 1√
π

(

3

2
f0 − f1

)

= 1√
π

(

3

2
e0 − e2

)

= 1√
π

(

3

2
− x2

)

= e0

f1 = 1√
π

(−f0 + f1) = 1√
π

(−e0 + e2) = 1√
π

(

−1 + x2
)

= e2

f2 = 1√
π

(5f2 − 2f3) = 1√
π

(5e1 − 2e3) = 1√
π

(

5x − 2x3
)

= e1

f3 = 1√
π

(

−2f2 + 4

3
f3

)

= 1√
π

(

−2e1 + 4

3
e3

)

= 1√
π

(

−2x + 4

3
x3

)

= e3 .

Megjegyezzük, hogy ugyenezen aV vektortéren sokféleképpen lehet skalárszorzatot bevezetni. Az ezek sze-
rinti ortogonális bázisokat ortogonális polinomoknak nevezzük. Az alkalmazásokban gyakran előforduló példák:

Legendre:
∫ +1

−1
Pn(x)Pm(x) dx = δnm

2

2n+1

Csebisev:
∫ +1

−1
Tn(x)Tm(x) (1 − x2)−1/2 dx = δnm

π
2
(1 + δn0)

Laguerre:
∫ ∞

0
e−xLn(x)Lm(x) dx = δnm(n!)2

Hermite:
∫ ∞

−∞
e−x2

Hn(x)Hm(x) dx = δnm2nn!2
√

π .
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