
Matematikai módszerek a fizikában

11. Feladatlap

11.1 feladat: Jelöljük A4-el a negyedfokú permutációs csoport

e = (1)(2)(3)(4) f1 = (12)(34) f2 = (13)(24) f3 = (14)(23)
g1 = (123) g2 = (132) g3 = (124) g4 = (142)
g5 = (134) g6 = (143) g7 = (234) g8 = (243)

elemekből álló részcsoportját! Bizonýıtsuk be, hogy a H = {e, f1, f2, f3} invariáns részcsoportja
A4-nek! Jelölje H1 ill. H2 a H által generált mellékosztályokat, és C3 = {e, C,C2} a harmadrendű
ciklikus csoportot! Mutassuk meg, hogy az

f(h) =





I ha h ∈ H
C ha h ∈ H1

C2 ha h ∈ H2

leképezés homomorfizmus! Mi a leképezés magja?

11.2 feladat: Rendeljük hozzá a C5 forgatás és a σ1 tükrözés által generált C5v = gp{C5, σ1}
csoport elemeihez a

C5 →




0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0




σ1 →




1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0




mátrixokat, ill. a csoportszorzás alapján a megfelelő mátrixszorzatokat! Reprezentáció-e ez a
leképezés? Irreducibilis-e? (Használjuk fel a

B =




1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1




segédmátrixot!)

11.3 feladat: Határozzuk meg azt az S mátrixot, amely az SO(2) csoport

R(ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

2 × 2-es reprezentációját az SR(ϕ)S−1 kifejezéssel diagonális alakra transzformálja! Mutassuk meg,
hogy az SR(ϕ) reprezentáció a valós számok halmaza felett irreducibilis, a komplex számok halmaza
felett ellenben reducibilis!

11.4 feladat: Mutassuk meg, hogy a

D(ϕ) =
1

2

(
e2iϕ + 1 i(e2iϕ − 1)
−i(e2iϕ − 1) e2iϕ + 1

)

mátrixok az SO(2) csoport 2 × 2-es reprezentációját alkotják! Irreducibilis-e ez az ábrázolás, ha
nem, milyen reducibilis komponensekre bontható? Hű-e a D(ϕ) reprezentáció?

11.5 feladat: Mi az infinitezimális generátora a 3-dimenziós tér (1,2,3) irányú tengelye körüli
forgatásoknak? Írjuk fel a véges szögű elforgatások mátrixát exponenciális alakban!
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11.6 feladat: Ismeretes, hogy a 3-dimenziós tér általános forgatásai megadhatók három, z tengely
körüli λ szögű, y tengely körüli µ szögű, z tengely körüli ν szögű forgatás egymás utáni alka-
lmazásával (λ, µ, ν az ún. Euler-szögek):




x̄
ȳ
z̄


 =




cos ν − sin ν 0
sin ν cos ν 0

0 0 1






cosµ 0 sinµ
0 1 0

− sinµ 0 cosµ






cosλ − sinλ 0
sinλ cosλ 0

0 0 1






x
y
z


 .

Ennek a forgatásnak az SU(2) csoportban a generátor elemekkel kifejezve a

D = exp

(
iν

2
σz

)
exp

(
iµ

2
σy

)
exp

(
iλ

2
σz

)

operáció felel meg, ahol

σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Írjuk fel a 2×2-es komplex D mátrixot! Milyen mátrix felel meg a 2π szögű elforgatásnak?
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