13. tétel — Csoportelmélet

Csoport fogalma

Definicié: Csoport egy olyan (G, -) strukttra, ahol a - : G x G — G kétvaltozos mtvelet asszociativ, van
egységelem és inverz. Azaz:

(G1) Va,b,c€ G : a-(b-c)=(a-b)-c
(G2) JdJee GVa e G: e-a=a-e=a
(G3) Vae Gld €G: ad-a=a-d =e

Az a elem inverzét a~! jeloli. Az egységelemet gyakran 1.

Definicié: A G csoport kommutativ, ha Va,b € G : a-b=1">"a. Illyenkor gyakran + szimbdélummal
jeloljuk a mtveletet, 0-val az egységelemet (melyet esetleg neutralis elemnek hivunk, hogy nehogy magyarul
legyen) és —a-val az a elem inverzelemét. A kommutativ csoportokat Abel-féle vagy Abel-csoportok névvel
is illethetjiik (szoktuk is).

o .

Egyszertsitési szabaly: Ha ax = ay vagy za = ya, akkor 2 =y. Ez minden csoportban teljesiil; véges
elemszam esetén - az asszociativitast feltéve - elegendé is ahhoz, hogy a csoportaxiomak teljestiljenek.

Tovébbi ekvivalens megfogalmazéasok arra, hogy egy asszociativ mivelet csoportot eredményezzen:
- Va,be GAz,y € G: ra=ay=0;
- Va,be Gz, ye G: xa=ay=2>;

- létezzen baloldali egységelem és ehhez minden elemnek létezzen balinverze (balegység és jobbinverz
nem elég, pl. zy := y nem ad csoportot, ha legalabb kételemt az alaphalmaz).

Definicidk, jelolések

|G| - A G csoport rendje — alaphalmazénak elemszama.
a"™ - Az a € G elem n € N-edik hatvinya — n=0-ra az egységelem, n >0 esetén az n-tényezds
a-a-... aszorzat, n<0-ra (a")"' avagy (a~').
o(a) - Az a€G elem rendje — az alegkisebb r pozitiv egész szam, melyre a” =1; ha nincs ilyen r,
akkor oo.
p-csoport egy olyan csoport, melyben minden elem rendje az adott p prim hatvénya.
komplexus A G csoportban — ez alatt azt értjiik, hogy a csoport egy részhalmaza.

K - L - Komplexusszorzat — {k-1€ G| keK,leL}, ahol K,L C G komplexusok (a komplexuss-
zorzas mindig asszociativ, kommutativ csoportban kommutativ is).
K~' - a K CG komplexus inverze — {k™'€G | ke K}.

H<G - A 0# H CG komplexus részcsoportot alkot G-ben — ez azt jelenti, hogy a G feletti mivelet
megszoritasaval a H halmaz csoportot alkot. Persze elég hogy zart legyen a mtiveletekre,
legkényelmesebb ekvivalens megfogalmazasai: (H HCH H'CH ) ,illetve HH-'CH.

aH,Ha - A H <G részcsoport bal (jobb) oldali mellékosztilyai — az {a} - H={a-heG|heH} (...)
komplexusok. Ezek a csoport particidjat adjak.

|G : H| - A H <( részcsoport indexe — a (pl. bal oldali) mellékosztalyok halmazanak szamossdga
(egyes elvetemiiltek a [G : H] jelolés szdndékos alkalmazasatdl sem riadnak vissza).

(X) - Az X C G komplexus altal generdlt részcsoport — a (halmazelméleti tartalmazdsra nézve)
legsztkebb olyan H < részcsoport, amely tartalmazza X -et.

Zn, Zs n-edrendd illetve végtelen ciklikus csoport — olyan csoport, amit egyetlen elem generdl,
melynek rendje n illetve co.



Homomorfizmus

Imyp -
Ker ¢ -
0: GG —

GG -

~
©

Homomorf képe
Endomorfizmus
Automorfizmus

Aut G -

a? -
K®, K¢ -

InnG -

Egyszeri

G/N -

YN -

a G, G csoportok kozt — egy olyan ¢ : G — G leképezés, amely mdvelettarto, azaz Va, b€
G: ¢la-b)=p(a) - (b) (ebbsl mar kovetkezik ¢(1g) =15 és VaeG : p(a™!)= ((p(u))il ).
A ¢ : G — G homorfizmus képe — {p(a)€G | a€ G}, mely részcsoport G-ben.

A ¢ : G—G homorfizmus magja — {a€G | ¢(a)=1z}, mely normaloszté G-ben.

A G, G csoportok kozti izomorfizmus — olyan ¢ : G— G homomorfizmus, amely teljesiti a
kovetkez6 ekvivalens feltételeket:

(1) kolcsonosen egyértelmd;

(2) kolcsonosen egyértelmd és (halmazelméleti) inverze egy G — G homomorfizmus;

(3) Kerp={lg} és Imyp=G.

A G és G csoportok (a ¢ leképezéssel megadottan) izomorfak — létezik ¢ : G =% G izomor-
fizmus (illetve ¢ ilyen).

a G csoporta G csoportnak — ha létezik ¢ : G— G homomorfizmus, hogy Im ¢=G.

a G csoportban — ¢ : G— G homomorfizmus.

a G csoportban — ¢ : G— G izomorfizmus.

A G csoport automorfizmus-csoportjia — az 6sszes G — G automorfizmusok csoportja a kom-
pozicié muveletével (egységelem az identikus leképezés).
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Az a€G elem x € G-vel vett konjugdltia — ™ ax, egyesek szerint xaz™".

Az x € G elemmel val6 konjugdlds, mas néven az x-hez tartozé belsé automorfizmus — tehata
vz : G—G, a— a” leképezés.

Az a € G elem képe a ¢ € Aut G automorfizmusndl — (ez a jelolés néhany tovabbi jelolést
leegyszerdsit majd, mellesleg igy a®=a%<).

A K CG komplexus képe az x € G elemmel val6 konjugalasnal, illetve az ¢ € Aut G automor-
fizmusnal.

A G csoport bels¢ automorfizmus-csoportia — G Osszes belsé automorfizmusanak halmaza,
mely Aut G-nek részcsoportjat, s6t, normalosztéjat adja.

Az o € G elem konjugalt osztilya — {a” €G | x€ G} (a konjugélt osztilyok a csoport egy
particiéjat adjak).
Az N <@ részcsoport normdloszté — teljestilnek ra az aldbbi ekvivalens feltételek.

(1) Barmely elemének barmely G-beli elemmel vett konjugéltjat is tartalmazza, azaz
YaeN,z€G: z taxEN;

) N bal- és jobboldali mellékosztalyai ugyanazt a particiét adjak G -ben;
) VeeG: N*=N (avagy ...CN);
4) VoeInnG: N¥=N (avagy ...CN);
) 3G csoport és Jp : G— G homomorfizmus, hogy N = Ker ¢;
) 3XCG, (X)=GVzeX: NT=N;
7) 3XCG, (X)=GVzeXUX': NTCN;
8) IX,YCG, (X)=G,(Y)=NVreXUX 1VacY: a%€eN.
Példaul egy Abel-csoportban minden részcsoport normalosztoé.

csoport alatt olyan G # {1} csoportot értiink, melynek csak trivialis normalosztéi vannak
({1} és G). Mint tudjuk, bonyolultak.

A G csoport N <G norméloszt6 szerinti faktorcsoportja — az a csoport, melynek elemei az
N szerinti mellékosztalyok, a mivelet pedig a komplexusszorzas, ami szerencsére atirhatoé
aN - bN =abN alakba, mert Nb=0N a normaloszté definicidja alapjan.

A G/ N faktorcsoportba mend természetes homomorfizmus — a ¢Yn : G — G/ N, a — aN
leképezés.
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Az a € G elem S-orbitja, ahol S <G vagy S<AutG — {a°€G |seS}. (Ajelolést esetleg
olyankor is haszndljuk, ha S csak komplexus, az elnevezést mar kevésbé.)

HS - A H <G részcsoport S-konjugdltjai dltal generdlt részcsoport, ahol S <G vagy S < AutG —
(a®°€G | acH,seS) (esetleg itt is lehet S csak komplexus).

HE, (X) - AH<G részcsoport avagy X C G komplexus altal generdlt normdloszto — a legsziikebb
normaloszt6, amely tartalmazza H-t (X -et), ez éppen (a*€G | a€H (X),z€G). Akkor
fontos, amikor generatorokkal és relaciokkal adunk meg csoportokat.

Normallinc a G csoportban — egy G=Go> G1> ... > G, ={1} alaku sorozat. Egy normallanc faktorai
a Gi/G,,, faktorcsoportok.
Kompozicidldnc egy olyan normallanc, mely nem finomithat6 (nem lehet elemeket kozbesztirni tgy, hogy
normallan maradjon). Masképp: amelynek faktorai egyszertd csoportok.
Feloldhaté csoport — van olyan norméllanca, melynek faktorai kommutativak.

Invarians lanc

egy olyan normallanc, melynek elemei GG-ben nemcsak részcsoportok, hanem normaloszték
is. (Szuperfeloldhato egy csoport, ha van olyan invaridns lanca, melynek faktorai kommu-
tativak.)

H . h<1]1 TG - H karakterisztikus részcsoport G-ben — (részcsoport és) minden o € Aut G automorfizmus
onmagéba viszi, azaz H4" % = H. (Normaloszt6 akkor volt, ha H" % = H. Szoktdk a
H charG is jelolést is hasznalni.

Felcserélhetéek az a,be G elemek, ha ab=ba — ez evkivalens azzal, hogy ab=a.
[a,b] - Az a,b€ G elemek kommutitora — [a,b] = [ab] =a~'b"'ab=a"ta’. Arrdl ismerszik meg,
hogy ab=ba[ab]. Pontosan akkor 1, ha a és b felcserélhetGek.
[a1,a9,...,a,] = Tobbszords kommutitor, a hidnyzo zardjeleket balrol kell potolni — [aq, aq, ..., ax] =

[[a17a2],a3, . ,ak} =...= “[al,az],ag .. ] ,ak]

[H,K] - A H, K komplexusok kommutditora — az elkészithet6 kommutatorok éltal generalt részcsoport,
azaz ([h,k] | he H k€ K).

[Hy, Ha,...,Hg] - Komplexusok t6bbszoros kommutditora - az, ami logikus: {[h1,...,hg] | ...}.

Z(G) - A G csoport centruma — a mindennel felcserélhetS elemek halmaza, azaz
Z(G)={aeG |YreGa”=a}. Tehdt Z(G) az egyelemd konjugalt-osztalyok unidja.

Ca(a) - Az a € G elem centralizdtora — azon G-beli elemek halmaza, melyekkel a felcserélhetd,
Ca(a)<@G.

Ng(H) - Az H < G részcsoport normalizitora — azon = € G elemek halmaza, melyekre H* = H;
Ng(H)<G.

Z.(G) - A G csoport r-edrendii centruma — rekurzivan definidlt sorozat: Z;(G) = Z(G), majd
Z:(G) = 3 (o) (2(G/Z._1(G))), méasképp fogalmazva azon G-beli elemek halmaza,
melyeket barmely G-beli elemmel dsszekommutalva Z,_;-beli az eredmény: Z,.(G) =
{a€G |VzeG: [a,2]€Z,—1(G)}. A Zy(G)={1} C Z(G) C Z3(G) C ... sorozat a G fels6
centrélis lanca, Z,.(G) < G.

G" - (nem tudom anevét. ..) — mivel felesleges lenne a komplexusszorzatot jelolni igy, ez inkadbb
a G=G'>G?>... also6 centrélis sorozat r-edik eleme, ahol G" =[G""!,G| =[G, G,...,G]
az r-szeres kommutatorok altal generalt részcsoport. Grc fi TG.
G’ - A G csoport kommutdtor-részcsoportja avagy derivilt csoportia — G' =[G, G]=([a,b] | a,b€G).
G — A G csoport és r-edik derivilt csoportja — GO=¢G", G =[GUr-1H, G-, G>G">G">...
a G derivalt lanca, G(T)c h<(1l TG.
d(G) - a G csoport feloldhatd hossza — amennyiben van olyan r € N, hogy G(") =1, akkor a legkisebb
ilyen szam; kiilonben nem értelmezziik.
S(Q) - Az Q halmaz feletti szimmetrikus csoport — az 6sszes 1 — 1 permutacidk (kolcsonoses
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egyértelmd leképezések) halmaza, a mdvelet a kompozici, az egységelem az identités.

A(Q) - Az Q véges halmaz feletti alterndld csoport — az 6sszes Q2 — (2 péaros permuticiok (amelyek
péaros sok permutacié szorzataként dllnak el6) csoportja.

G(Q) - Permutdciocsoport az 0 halmaz felett — az S(2) részcsoportja. Pl. (Aut G)(G) is per-
mutaciécsoport. Egy permutaciocsoport foka [€2].

Sn, An = Az n-edfokii szimmetrikus és alterndlo csoport.

w9 - az w € ) elem képe a g € G leképezésnél — ez is azért, hogy néhany késébbi jelolés
egyszertbb lehessen.
G(Q)~G' () - akét permuticidcsoport izomorfa 1 : 21— ' leképezésre nézve — 1) izomorfizmust indukal
a megadott csoportok kozt, azaz G' (') = {w ogop~t|ge G} .
w" - az w € Q elem orbitja — {w9 | g€ G}. Beszélhetiink néha H -orbitrdl is. Az orbitok az (2
particiéjat adjak.
Tranzitiv egy G(f) permutdciécsoport, ha Q egyetlen orbitbél all, azaz Vw,w' € Q2 3geG : wI=w'.
A9, AH - a ACQ részhalmaz képe, H -orbitja.
G, - az w € Q elem stabilizitora — azon G-elemek halmaza, melyek fixen hagyjak w-t, azaz
G,={9€G | w!=w}.
Reguliris egy G(Q2) permutaciécsoport, ha minden stabilizator egyelemd, azaz ¢g# 1 mindig fixpont-
mentes.

A IPT - a A C Q nemires halmaz imprimitivitsi tartominy — ha A képei az ) particidjat adjak
(ehhez a csoport tranzitiv kell legyen). Egy IPT nemtrivialis, ha nem egyelemd és nem a
teljes Q. G(2) imprimitiv, ha van ilyen.

Ga - az ACQ IPT stabiliziatora — Gao={geG | AI=A}.

Reprezenticié a G csoport homomorfizmusa egy permutéacidcsoportba, illetve ezen homomorfizmus képe.

Részcsoport, normaloszté, homomorfizus

Allitas: Az a,b € G elemek pontosan akkor tartoznak ugyanabba a H < G szerinti bal (jobb) oldali
mellékosztalyba, ha a='be H (ab~'€H ).

Kovetkezmény: Egy elem konjugélt osztalyanak mérete a centralizdtoranak indexe |[a]| = |G : Cg(a)].
(Ez tobbek kozt azért fontos, mert a Wedderburn-tétel Witt-féle bizonyitdsa hasznélja.) Hasonléan a H <G
részesoport kiilonboz6 konjugéltjainak széma |G : Ne(a)|.

Lagrange-tétel: |G|=|H|-|G : H|,ha H<G.

Kovetkezmény: Ha H a G véges csoport részcsoportja, akkor |H|||G|. Specidlisan, mivel o(a) = |{(a)],
o(a)| |G.

Allitas: Ha K <H <G, akkor |G : K|=|G: H|-|H : K|.

Megjegyzés: Részcsoportok metszete részcsoport, ezért értelmes a generalt részcsoport fogalma. Ez persze
nem mas, mint a generatorrendszer elemeibdl képzett véges kifejezések (lehetséges értékeinek, ha nagyon

precizek akarunnk lenni) halmaza, ahol a felhasznalhaté mtveletek a szorzés és az inverzképzés (avagy a
szorzds és a hatvanyozas, hogy attekinthet6b legyen).

Allitas: Normalosztok metszete normaloszto, ezért értelmes a generalt normaloszté fogalma. Ez nem mas,
mint a generatorrendszer elemeinek tetsz6leges konjugaltjaibol képzett véges kifejezések halmaza.

Allitas: A H <G részcsoport ltal tartalmazott normalosztok kozt van legbévebb, mégpedig (| H*”.
zeG

Homomorfizmus-tétel: Ha ¢ : G— ... homomorfizmus, akkor Ker ¢ <G és Imp ~ G/Ker .

Megjegyzés: A H, K <G részcsoportok komplexusszorzata pontosan akkor részcsoport, ha HK = KH.
Specidlisan ha N < G, akkor (H, N)=HN = NH <G . Norméalosztok komplexusszorzata normaloszto.

Megjegyzés: Az N <G norméloszt6 el6all, mint a ¢y : G — G/N természetes homomorfizmus magja.
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Aziménti tétellel egybevetve latjuk, hogy a normaloszték éppen a csoportbél indulé homomorfizmusok magjai,
a homomorf képek pedig a faktorcsoportok.

Koévetkezmény: InnG ~ G/Z(G), hiszena ® : G — InnG, z — ¢, leképezés magja Z(G).

Megjegyzés: Egy ¢ homomorfizmus kolcsondsen egyértelmi megfeleltetést létesit Im ¢ részcsoportjai,
normalosztéi és G azon részcsoportjai és normalosztoi kozt, melyek tartalmazzak Ker p-t.

I. Izomorfizmus-tétel: Ha H <G, N < G, akkor

(1) N<HN,

(2 (HNN)<H és

3 HN/N ~H/HAN.

II. Izomorfizmus-tétel: Ha M, N < G és M <N, akkor

(1) MAN;

2 N/M<aG/M;

(®) G/N = (G/M)/(N/ur).

Allitas: A G csoport pontosan akkor (belsé) direkt szorzata a {H; <G | i €1} részcsoportoknak, ha tel-

jestilnek a kovetkezsk:
1) (H; |iel)=G;

() Hin(Hj|j#i) = {1} Viel;
) [zi,z]=1 Vi#£j, x;€ H;, z; € H;. avagy: egyértelmd eldallitds
Allitas: Legyen G=[] G;, H;<G;, H=]] H,. Ekkor a kovetkezdk igazak:
i€l i€l
- 2(G)=112(G:);  Z(G)=112:(Gi)
- HAG <= Viel: H;<4G;; (ebben az esetben G/H =[] (Gi/H;));

Lemma: Legyen P véges Abel p-csoport. Ekkor ha A= (a) maximalis rendd ciklikus részcsoport P-ben
(nincs a-nél nagyobb rendd elem P-ben), akkor direkt dsszeadandd, azaz 3B < P, hogy P=A @ B. Ennek
segitségével igazolhat6 a kovetkezd tétel.

Véges Abel-csoportok alaptétele: Legyen A véges Abel-csoport. Ekkor egyértelmden felirhato
A~ H Z s+ alakban, ahol a p;-k (nem feltétlendil kiilonb6z6 primek) és az s(i) kitevSk pozitiv egészek.

ier

Megjegyzés: Ez éltalanosithat6 végesen generdlt Abel-csoportok alaptételévé, mely esetben Z., tényezdk is
megengedettek. Egy A végesen generdlt Abel-csoport rk A Ker A rangja a szerepl6 Z, tényezék szama, mely
egyébként a legnagyobb olyan r, amelyre Z' < A. Ebben az a j6, hogy egzakt sorozatoknal a dimenziéhoz
hasonléan viselkedik, pl. rovid egzakt sorozatra a kozépsé elem rangja a két széls6 rangjanak dsszege.

Sylow-tételek

Cauchy-tétel: Ha a G véges csoport rendjét osztja a p prim, akkor van p rendd eleme. Specidlisan ha G
rendje prim, akkor G ciklikus.
Sylow tételei: Az aldbbiakban legyen a G véges csoport rendje |G|=p" - s, ahol p prim és p/s.
I. Minden p-hatvany rendd részcsoport beleagyazhat6é normélosztoként egy olyanba, melyben az indexe
p — kivéve persze azokat, melyekre ez a Lagrange-tétel szerint eleve lehetetlen, azaz
0<i<k, P<G, |P|=p® = 3IP*<G: |P*|=pit!, PaP*.

Def. A fentiek szerint létezik olyan részcsoport G-ben, melynek rendje p*. Ezeket a részcsoportokat
nevezzitk a G p-Sylowjainak, halmazukat Syi,(G) jeloli. Egy kényelmes megfogalmazas: a P
részcsoport p-Sylow G-ben, ha p{|G : P|.

II. Minden p-Sylow konjugalt, azaz VP, P’ € Syl,(G) 3x€G: P'=P*.
ITI. A p-Sylowok szama p-vel osztva 1 maradékot ad, azaz |Syl,(G)|=1 (modp).

Megjegyzés: Ha G véges csoport és 7 primek tetszéleges halmaza, akkor a H < G részcsoportot m-Hall
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részcsoport névvel illetjiikk, ha |H| minden primosztéja 7-beli, |G : H|-nak viszont nincs m-beli primosztdja.
(Hall-részcsoport az, amihez van ilyen w, azaz |H| és |G : H| relativ primek.) Ezzel a megfogalmazassal a
p-Sylow részcsoportok éppen {p}-Hall részcsoportok. Ha még bevezetjiik a p-t6l kiilonbdzs osszes primek
halmazara a p’ jelslést, kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

Philip Hall tétele: A G véges csoportra ekvivalensek az alabbiak:

(1) G-nek minden 7-re van w-Hall részcsoportja;

(2) G-nek minden p-re van p’-Hall részcsoportja;

(3) G feloldhat6 (Id. késébb).

Feloldhatésag

Megjegyzés: G kommutativ <— Z(G)=G <= G'={1}.

Megjegyzés: Egy egyszerd csoport feloldhat6 <= kommutativ <= primrend ciklikus.

Lemma: Ha G / N kommutativ, akkor N >G’. Ha pedig G’ <H <G, akkor H <G és G / H kommutativ.

Kévetkezmény: Ha a G> G, > ...G, els6 k faktora kommutativ, akkor G} < G®) . Tehat a derivalt
lanc a ,legyorsabb”, amelynek kommutativak a faktorai. Tehdt G pontosan akkor feloldhato, ha a derivalt
lanc leér {1} -be és ekkor d(G) a lehet6 legkisebb olyan szam, amilyen hosszti normalldnc mar tanusithatja a
feloldhatosagot.

Allitas: N <G esetén G felloldhaté <= N és G/N feloldhato, tovabba ilyenkor d(N),d(G/N)<d(G) <
d(N)+d(G/N).

Megjegyzés: Ha egy G> G > ...G, normallanc k-adik eleme normalosztd, akkor a normallanc kezdé-
szelete G/G,, egy normallancat, vége G, normalléancat adja. A két kis lanc faktorai (multiplicitéssal szamolva)
éppen kiadjék a teljes lanc faktorait a II. izomorfizmus-tétel szerint. Ennek alapjan G/N és N egy-egy
normallancabol konnyd dsszerakni G egy normallancat és a faktorok itt is megmaradnak.

Allitas: Az alabbiak ekvivalensek:

(1) G feloldhato;

(2) G valamely normallancanak faktorai feloldhatoak;

(3) G minden normallancanak faktorai feloldhatoak;

(4) G részcsoportjanak faktorcsoportjaként csak feloldhaté csoportok allnak el6;
(5) A derivaltlanc ,leér” {1}-be, azaz d(G) <.

Ha még G véges is (ekkor biztosan van kompoziciélanca), akkor az alabbi feltételek is ekvivalensek:
(6) G részcsoportjanak faktorcsoportjaként nem &ll el nemkommutativ egyszerd csoport;

(7) G-nek van olyan normallanca, melynek minden faktora primrend ciklikus (ez persze kompoziciélanc
lesz);

(8) G minden kompoziciélancanak minden faktora primrendd ciklikus.

Jordan-Dedekind-tétel: Legyen G véges csoport (ennek biztosan létezik kompozicidlanca a végesség
miatt). Ekkor barmely két kompoziciélanc hossza azonos és a keletkezé faktorok is ugyanazok, azonos
multiplicitassal.

Tétel: S;, Sp, S3, Sy feloldhatbak; n>5 esetén A,, egyszerd.

Feit-Thompson-tétel: Minden pératlan rendd csoport feloldhato.

Kovetkezmény: Minden 4k+2 rendd csoport feloldhaté. (Mellékosztaly szerinti reprezentacioval.)

Feloldhaté tovdbba minden olyan csoport, melynek rendje p* - ¢! alakd (Burnside-tétel — kovetkezik
a Sylow-tételekbdl és a Hall-tételbsl, de valdjaban a Hall-tétel bizonyitdsa a Burnside-tételre épiil) vagy
négyzetmentes,

Megjegyzés: A G csoport nilpotens, ha van olyan G=G; >G> >...> G, ={1} lanc, melyre [G;, G] <G
— un. centralis lanc. (Ekkor persze G < G;;1 még inkabb teljesiil, ezért G, > G;41, tehat normallancrél van
sz0, a faktorok pedig kommutativak. Igazolhato, hogy ekkor G <G; < Z,_;(G). Tehét nilpotens csoportban az
als6 centralis lanc leér {1}-be, a fels6 centralis lanc pedig felér G-ig és minden minimaélis hossztsagu centralis
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lanc e kett6 kozt halad.

Permutaciécsoportok

Legyen G(2) tranzitiv permuéciécsoport.

Allitas: Az weQ pont stabilizatoranak indexe az orbit elemszama, azaz |G : G,,| = |wC|. Specialisan egy
tranzitiv permutaciécsoport foka osztja a rendjét. Regularis permutaciécsoport rendje osztja a fokat. Tranzitiv
reguldris permutaciécsoport rendje és foka azonos (végtelenek szamossagoknal is).

Allitas: G(9)-ban minden stabilizator konjugalt, tehat izomorf, igy van értelme egy tranzitiv permutéacio-
csoportndl ,,a” stabilizatorrél beszélni.

Cayley-tétel: Minden csoport izomorf egy tranzitiv reguléris permutaciécsoporttal, mégpedig a nq,
g :w — w-g moédon. (Ha permutdciok szorzatara alatt a kompoziciés jelolést hasznéljuk, azaz jobbrol
kezdjiik kifejteni a gh szorzatot w helyen felvett értékét, akkor g : w — ¢ - w lesz j6.) Ezt a csoport Cayley-

Megjegyzés: Ami igazan fontos, az a mellékosztaly szerinti reprezentacié. Legyen H < G részcsoport.
Legyen Qdéf{Ht |teG}, p: G—S(), pg : Ht — Htg. Ezjoldefinialt lesz és Ker p=(,., H” a legb6vebb,
H altal tartalmazott normaloszt6. Ennek segitségével egy |G : H| foku tranzitiv reprezentaciot talaltunk.
Kovetkezésképp ha G-ben van n indext részcsoport, akkor van legfeljebb n! indextd norméloszté is. Belathato,
hogy minden tranzitiv reprezentaci6 izomorf egy mellékosztaly szerinti reprezentacioval, H -nak valamelyik
stabilizatort kell valasztani.

Még egy-két ,hasznos” tudnivalo

Schreier-tétel: Szabadcsoport minden részcsoportja szabad.
Tétel: Végesen generalt csoport véges indexd részcsoportja végesen generalt.
Schur-tétel: Ha a centrum indexe véges, akkor a derivélt csoport rendje is az.

Schur-Zassenhaus-tétel: Ha N Hall-részcsoport és normaloszt6 G-ben, akkor van komplementuma (olyan]
H < G részcsoport, hogy HN =G és HN N ={1} - ekkor G a H és N szemidirekt szorzata) és minden
komplementuma konjugalt.

Allitas: Nyilvan minden n € Z szamra létezik n elemtd csoport, mégpedig a megfeleld ciklikus csoport.
Pontosan akkor nincs més, ha (n,¢(n)) =1, azaz ha n négyzetmentes és nincsenek olyan p, ¢ primosztoi, hogy
p=1 (modgq).



